Integral definida e integral de Riemann
Professor Fiore
Se f for uma fungéo continua e definida em um intervalo a < x < b, entdo a integral definida é apresentada abaixo,

onde F é qualquer primitiva de f.

b
f f(x)dx = F(b) — F(a)

1. Calcule as integrais definidas abaixo.

3 4 4 2
J- (x* + 4)dx f (—x? = 3x)dx f (x—2)(x + Ddx f (x5 + 4x® + 2)dx
0 1 1 0

Integral de Riemann — Célculo de area
A area entre a curva de uma funcao e o eixo das abscissas (eixo horizontal x) pode ser estimada pela soma de n
retangulos cujas alturas sdo dadas pela funcéo nos pontos amostrais f(x;) e a largura é dada por Ax. Em termos

matematicos

Lim YiZ [f (7). Ax] Lim [f Cer). Ax + f (x2). Axct... +f (xq). Ax]

Para uma fung&o f, continua e definida em um intervalo a < x < b temos que:

3 * —_ b
lim R [f (). 4x] = Sy, f(x) dx
Assim podemos usar a integral definida para calcular a area entre a curva e o eixo.

Atenc&o: Quando o valor f(x;) > 0, o valor encontrado é positivo e para f(x;) < 0, o valor encontrado & negativo.
Para intervalos onde houver mudanga de sinal no intervalo a < x < b, se 0 objetivo for encontrar as areas entre a

curva e o eixo, & necessario calcular a integral definida ‘pedaco por pedaco’, a cada mudancga de sinal.

2. Dada afungdo y = 2x + 3 determine a area entre o gréfico e as retas x = 1 e x = 3. Desenhe o grafico e compare
0s resultados.

3. Esboce o gréafico da fungdo f(x) = x* — 2x, calcule as integrais definidas abaixo e responda.

joz(xz — 2x)dx Joz(x2 — 2x)dx jzz(xz — 2x)dx

a. Qual a area delimitada pela fungéo y = x* — 2x, no intervalo —2 < x < 0?
b. Qual o valor da integral definida foz(x2 — 2x)dx?

c. Qual a area para a funcdo no intervalo 0 < x < 2? Por que a integral resulta num valor negativo?
d. Por que a area tem de ser positiva?

e. Qual a area delimitada pelo gréfico no intervalo —2 < x < 2?
. 2 ~ . L ~ .
f. Porque a integral f_z(x2 — 2x)dx ndo resultou no valor das areas delimitadas entre a funcdo e o eixo das

abscissas?
4. Determine a area entre a curva y = x* e o eixo das abscissas, entre asretas x = 2 e x = 4.

5. Determine a area delimitada pela curva y = —x* + 4 e o eixo das abscissas. (Dica: primeiro esboce o gréfico,

encontre 0s pontos em que o grafico cruza o eixo x e monte a integral definida para determinar a area)
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10.
11.

Para cada integral definida abaixo, esboce o grafico, calcule a integral definida e indique a area no gréfico.
f03(3x + Ddx c. ff(x2 + 2x — 3)dx e. f_zl(x —2)(x + 1)dx

f03 3(x + 1dx d. f_oz(x2 + 2x — 3)dx f. f_Zl(x + 1)(x — 3)dx

Esboce o gréfico da funcdo f(x) = x? + 4, calcule as integrais definidas abaixo e explique os valores no grafico.

S (% + 4)dx b. [0,(x* + 4)dx c. [,(*+4dx

Para os casos abaixo onde o a funcéo corta 0 eixo das abscissas calcule as integrais definidas. (Note, apenas

calcule)

2.+ 2)(x — Ddx b. [ (x—2)(x + 1)dx c. [l(?+2x—3)dx

Agora para 0s mesmos casos da atividade anterior, esboce o grafico, encontre o local que a funcdo corta o eixo
das abscissas no intervalo dado e determine a area total entre a curva e o eixo das abscissas.

f_zl(x +2)(x — 1)dx b. f03(x —2)(x + 1)dx c. fos(x2 + 2x — 3)dx

Determine a area delimitada pela curva y = x — 9 e 0 eixo das abscissas.

Determine a area delimitada pela curva y = —x* + 1 e o eixo das abscissas.

Abaixo h& casos envolvendo outras fungdes, esboce os gréficos usando um programa ou pesquise como fazé-lo.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

Dicas adicionais:

Determine a area delimitada pela curva da fungéo y = sin x, no intervalo de zero a pi. Para isso esboce o grafico,
determine a integral definida e calcule.
Determine a area delimitada pela curva da fungéo y = cos x, no intervalo de zero a pi. Para isso esboce o grafico,

determine as integrais definidas necessarias e calcule.
z ~ 1 . . .
Qual a area entre a funcao f(x) = ~0eixo das abscissas no intervalode x =1 ax = e?

Esboce o grafico da curva y = e* e determine a area entre a curva, 0 eixo das abscissas e asretas x =0 e x = 2.
Qual a area delimitada pela curva y = e* e 0 eixo das abscissas, a direita da reta x = 0? (Dica considere como
intervalo [—oo, 0]. ;

Use a ideia de integral para determinar a area sombreada na figura ao lado, sendoa | . :
\ Y

funcdo y = —x3 + x. \ .
Gao y 71\\;/ \' i

Para conferir os resultados acesse o site http://www.wolframalpha.com/ e digite a integral desejada, por exemplo,

para encontrar o valor de f_lz(x2 — 4) dx digite ‘integrate (x*2-4), -2 to 1’ no site.

Apesar da maioria das atividades falar sobre a area entre a curva e o0 eixo das abscissas, a integral definida pode
ser usada em outras aplicagdes.

Quando necessario esbocgar gréaficos, use os valores da integral definida, além das dicas abaixo.

Para esbocar retas precisamos de dois pontos distintos, os melhores sdo 0s que cortam 0s eixos.

Para esbocgar parabolas, encontre o x do vértice (derive a fungéo e iguale a zero) e use vizinhos dele. Também
busque as raizes (y=0) se houver.

Note que facilmente encontramos as raizes de fun¢des no formato y = (x + a)(x + b).
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http://www.wolframalpha.com/

Alguns resultados interessantes das atividades acima gerados no site wolframalpha.com.

1. Respostas

., 4 2
F[x‘?+4]dx=21 [4[—x2—3x]dx=—%?=—43.5 r(x—2;(x+1mx=l—;z?-5000 r[x5+4x3+2]dx=9—32*30-067
Jo W1 '

2. Resposta

"3
[ 2x+3dx =14
J1

3. Respostas

. 20
[0 ~2x)ax = 5 ~6.6667
Joa

“2 4
f (x* -2 x)dx = -5 ~-1.3333
<o

-2 16
e f (¥* ~2x)dx = — ~5.3333
= oz ' 3

Area = 8 ua, pois somamos as areas anteriores ajustando o sinal quando a funcéo é negativa.

4. Resposta
4 56
f xz dx = — = 18.55?
W2 3

5. Resposta

Primeiro encontre os pontos que contam o0 eixo das abscissas.

Atividades envolvendo outras fungdes
12. Resposta
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w0 N

13. Resposta

z “ m‘s 0 25 30 35
rz cosix)dx =1 [:CDSEI]dxz -1 _ni[ \1
w0 ] —10 ~

- 0
fﬁidle [ Fdy=1
14. Resposta ~'1 X 16. Resposta »'—
w "1 1
[ ¢ dx = ¢ -1~ 6.3891 f (-x® +x]dx = - =0.25
15. Resposta +0 17. Resposta 0 4
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