Equacdes diferenciais lineares de segunda ordem

Professor Fiore
A ordem de uma equacao diferencial é dada pela ordem mais alta de suas derivadas, assim equag8es diferenciais de

segunda ordem possuem derivadas maxima de segunda ordem, cuja forma geral é dada por

PO+ 02+ R@y=k@x)  ou Py +Q)Y +R@®)y = k(x)
Onde P(x), Q(x), R(x) e k(x) sao funcdes continuas.
Quando k(x) = 0 a equacdo é chamada de homogénea e um teorema importante diz que, se yi(x) e yz(x) forem
solugBes da equacdo linear homogénea a equacdo abaixo também serd solucdo, sendo ci1 e c2, constantes
quaisquer.

y(x) = c1y1(x) + c2,(x)

Quando as equacdes yi(x) e yz(x) forem linearmente independentes e P(x) diferente de zero, a solu¢cdo acima

representa a solugéo geral.

Em geral ndo é tdo simples encontrar solu¢cfes para equacgdes diferenciais de segunda ordem, mas para 0s casos em

gue os coeficientes P(x), Q(x) e R(x) forem constantes, as solu¢des sdo bem simples.

Se ela for homogénea, basta construir uma equacgado auxiliar, uma equagédo de segundo grau com 0s coeficientes

numeéricos; resolvé-la e seguir um dos trés casos abaixo.
ay" +by' +cy=0 > am*+bm+c=0

Considerando as raizes da equacao auxiliar m,, m, e A= b*> — 4ac, ha trés casos possiveis a considerar.

Casol: A>0 Casoll: A=0 Casolll: A< O
A equacdo auxiliar tera duas raizes | A equacéo auxiliar tera uma raiz real A equacéo auxiliar tera raizes
reais distintas, m1 e mz. dupla m. complexas m = a + Bi.
y = ce™* + c,e™2*, y =ce™ +c,xe™ y = e*(c, cos fx + ¢, sin fx)

Isto € possivel pois a funcdo y = e™* tem as derivadas y' = me™ e y"’ = m?e™*, sendo y = ¢™* uma solugéo para a

equacao com coeficientes numéricos. E neste caso

am?e™ + bme™ + ce™ =0

(am? +bm+c).e™ =0

E como e™ nunca é zero nos restas am? + bm + ¢ = 0. Assim pode-se montar uma solugdo resolvendo a equacéo

auxiliar.
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Atividades
1. Encontre as solu¢bes gerais das equagdes diferenciais homogéneas.
a. y'—2y'-3y=0 c. y'—4y'+13y=0 e. y'+16y=0
b. 2y"—-12y'+18y =0 d 2y"-2y=0 f. y'"=2y"+y=0

2. Resolva o problema de valor inicial y” + 4y = 0, y(0) =3 e y'(0) = 2.
Se possivel, resolva o problema de valor de contorno y” + 4y’ + 4y =0, y(0) =3 e y(1) = 5¢72

4. Verifique os resultados das questBes anteriores encontrando as derivadas e substituindo nas equacdes.

5. Pesquise em livros a demonstracdo de que, se yi(x) e yz(x) forem ambas solu¢bes da equacdo linear

homogénea, entao y(x) = ¢;y,(x) + c,y,(x) também sera solugdo, sendo c1 e cz, constantes quaisquer.

Equacdes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes numéricos ndo homogéneas

Quando a equacgéo ndo for homogénea, ou seja, ay” + by’ + cy = k(x), a solucdo geral serd dada por

y=yc+yp

Onde y. é a solucéo geral da equagdo complementar dada por am®+ bm + ¢ =0 e yp € a solugdo particular da

equacdo ay' + by’ +cy = k(x).

A solucéo particular para as equag¢des nao homogéneas pode ser encontrada com o método dos coeficientes
indeterminados. Para isso basta considerar uma equacgéo genérica semelhante a k(x), encontrar suas derivadas e

substituir na equacgéo diferencia a ser solucionada.

Caso | — quando k(x) é um polindmio, yp serd um polinémio de mesmo grau (ou superior).
Caso Il — quando k(x) = Ce®*, entdo y, = Ae®*.

Caso lll — quando k(x) = C sin(ax) ou k(x) = C cos(ax), entdo y, = A cos(ax) + B sin(ax)

Em casos em que k(x) for uma combinac¢do dos exemplos acima, podemos gerar yp por superposicao.

Eventualmente o método dos coeficientes indeterminados pode falhar, quando a solugdo particular for linearmente
dependente da solugdo encontrar com a equacado complementar. Nestes casos temos de buscar outra solucéo

particular ndo linearmente dependente para a solucao particular.

Quando houver valores inicias y(x,) = v, € y'(x,) =y, ou valores de contorno y(x,) =y, € y'(x;) = y,, basta

substitui-los na solucdo geral para encontrar os valores das constantes c; e c,.

Atividades
6. Resolva as equacdes diferenciais ndo homogéneas.
a y' -3y +2y=2x2+1 d. 2y" +8y=x?+5x
b. y" — 10y’ + 25y = 25x + 90 e y" =3y +2y=sin(3x)
c. y"—2y +26y=>50e* f. y" =8y +16y = cos (x)
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7. Resolva o problema de valor inicial 2y"" + 4y’ + 2y = 4cos (x), y(0) = 3 e y'(0) = 2.

8. Pesquise no livro do plano de ensino e na apostila, mais atividades.

9. Vamos encontrar a solu¢éo da equacdo y" — 5y’ + 4y = 8e”* pelo procedimento estudado.

a. Encontre a solugdo complementar.

b. Tente encontrar a solugdo particular, considerando y, = Ae*.
c. Expliqgue o que aconteceu no item anterior.
d. Em veze de considerar y, = Ae*, use a equagao linearmente independente y, = Axe*.

e. Determine a solugéo geral y =y, + y,

f. Agora mostre que o novo resultado esta correto.

Gabarito — em fase de testes.... caso encontre divergéncia, conversar com o professor em sala de aula.
1. Respostas
a. y=ce ¥ +ce’”
b. y=ce3 +cxed*
C. vy =e?(c;cos3x + c,sin3x)
d y=ce*+ce*
€. Yy =c;cos4x + ¢, sin4x
f. y=ce*+cxe*
y = 3 cos(2x) + sin (2x)
y = 3e % 4 2xe™ ¥
Ver resolucdo

Ver em livros

o g p W N

Gabarito parcial, encontrado no site wolframalpha.com
a _}’[I}—Ell“x+62f2x+xz+31’+4
b ¥Xl=ctae  x+cre +x+4

c. ¥x)=cie sinGx)+cz et cos5x)+2e"

- 9 Sx 1
X)) =Cz SIZX)+C1 COSIL X+ — + — — —
g : T "8 8 16
) .7 9
yix) =c1e” +c2 e — — sin(3 x) + — cos(3 x)
N 130 130
; ) 8sinix) 15 cosix)
yix)=cre  +cre F x - +
¢ 289 289

7. y=3e™*+4xe ™ + sin (x)
8. Ver em livros

8xe*

9. y=ce*+cet—

Par encontrar mais soluc¢des, consulte o site wolframalpha.com
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