Potenciacéo e fungcdo exponencial

Professor Fiore
As poténcias sao Uteis para representar quantidades exageradamente grandes ou valores exageradamente
pequenos, como o nimero de atomo do universo estimado em 3 x 107* ou a massa de um elétron estimado em
9 x 10731 kg. A potenciagdo também é entendida como uma operagéo e aparece em calculos financeiros, estatisticos

entre outros. Conhecer os detalhes sobre potenciagdo é fundamental para resolver problemas em diversas areas.

Definicéo, propriedades e consequéncias
No ensino fundamental a definicdo de poténcia envolve o produto de fatores iguais, onde para um numero real a
chamado de base e um namero natural n, maior que zero chamado de expoente, tem-se a poténcia p.
aada.a=a*=p 23=222=8
&eet.a
n fatores
Mas no ensino médio e superior, assume-se que tanto a base como o expoente podem ser reais, sendo o Unico caso

gue gera problemas 0°, uma indeterminacgio. E a partir da definicdo, surgem algumas propriedades, abaixo ha cinco

delas e exemplos numéricos que justificam cada uma.

Propriedade Exemplo numérico
pl a™.at = g™t 23.25 = (2.2.2).(2.2.2.2.2) = 23+5 = 28
m 27 2222222
2 = gm, araa # 0 L _LLlbllll 599 73 _ 94
P an p 53 537 2222=2 2
p3 (a™)™ = gmn (22)3 = (2.2).(2.2).(2.2) = 223 = 26
p4 (a.b)" = a™. b (7.3)2=7.3.73=7.7.33=7232
n 3\* 3333 3%
5 4y =4 arab # 0 (_> —2222_2
P (b) b P 5 5'5'5'5 5%

Com base na propriedade algébrica fundamental % =y, valida para x # 0, e com uso da propriedade p2 é possivel

entender como interpretar expoentes negativos. Para isso analise o exemplo numérico.

Usando a propriedade p2 Usando a propriedade Xy _ y Por transitividade Propriedade - p6
x
2 2 1 _ 1
2_= 22-5 — -3 2_= 2.2 = 1 =l 273 = — a "= — paraa # 0
25 25 22222 222 23 23 a

Usando a propriedade p2 e a propriedade p5 é possivel deduzir ainda outra propriedade, valida paraa = 0 e b # 0.

Propriedade — p7

n

b

_b_n_l/bn_an- 1 —E

a

(a)—n a’m 1/ _ 1t bt (b) portanto (%)_n = (Z)n, paraa#0eb#0

Uma consequéncia importante também pode ser deduzida a partir da propriedade p2, para isso vamos considerar o

gue ocorre quando temos expoentes iguais no numerador € no denominador.

Usando a propriedade p2 Usando=1,com x # 0 Por transitividade Consequéncia - cl
X
n n 0 _
4 gm0 ¢”_aaa..e 1 _ a’=1 a® =1, paaa=0
am a® a.aa...a 1
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Outras consequéncias relevantes

Consequéncia da L
L Explicacéo
definicao

c2 at=a Se o0 expoente for um, podemos suprimi-los

c3 1m=1 Um elevado a qualquer valor vale 1 11.11..1=1
c4 0" =0, paran=0 | Zero elevado a qualquer valor diferente de zero, vale 0 0.0.0.0..0=0

n
c5 0° = indeterminagdo | Zero elevado a zero é uma indeterminag&o 00 =0 " = o = o

Uma ultima propriedade a ser considerada, nos mostra a relacao existente entre raizes e potencias com expoentes

racionais nao inteiros.

Conceito basico - raiz Propriedade p1 Por transitividade Propriedade p8
101 1 m
V3.4/3=3 32.32=31=3 V3=2%31=32 Vam = an

Mais propriedades poderiam ser construidas, mas mais importante que construir formulas é entender a construgao de

cada uma e a aplicabilidade delas na solucéo de problemas, tanto do cotidiano como do mundo académico.

Exemplo 1 — Uma aplicagdo simples para potenciacdo se da na estimativa de contagio em epidemias. Supondo que o
namero de pessoas infectadas dobre a cada dia, durante o primeiro més se nenhuma medida de contencéo for
tomada, e que inicialmente ha 100 pessoas infectadas. Determine a equac¢éo de indica o nimero de infectada em
funcao do dia, dentro do periodo indicado.

Resolugéo - Seja N o nimero de pessoas infectadas e x o niumero de dias, temos a expressdo N(x) = 100.2%, onde

N (x) indica o nimero de infectados em fun¢&o do nimero de dias x.

Exemplo 2 — Determine o total de pessoas infectadas apés 10 dias.
N(10) = 100.2'° = 100.1024 = 102 400

Exemplo 3 — Ao final de qual dia teremos 6400 pessoas infectadas?

N(x) = 100.2*
6400 = 100. 2%
64 = 2%

260=2" > x=6

Exemplo 4 — Considerando uma populagéo infinita determine quantas pessoas seriam infectadas apés 30 dias. (Use
uma calculadora)
N(30) =100.23° =100 . 1073741824 = 107 374 182400

O exemplo 1 mostra o uso de fun¢des exponenciais, quando a variavel esta no expoente. No exemplo 3 recorremos a
uma equagdo exponencial, quando a incégnita estd no expoente. E no exemplo 4 é possivel notar o ‘poder do

crescimento exponencial, que pode extrapolar a realidade em poucos passos.

Para resolver equagbes exponenciais € (til memorizar algumas potencias, a fim de substituir o valor durante a
resolucdo, como feito no exemplo 3, onde substituimos 64 por 2, a fim de descobrir o valor da incégnita x. Nos casos

onde nao é possivel escrever os dois lados da equag¢@o como poténcias de mesma base recorremos aos logaritmos.
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Funcéo exponencial
Fungdo exponenciais é dada pela lei f(x) = a* onde a base a > 0 e a # 1. Quando a > 0 a fungdo sera crescente e

quando 0 < a < 1 a funcéo sera decrescente. Conforme os exemplos a seguir.

"
fx) = 2% Flx) = (E)

Tabela com valores Gréfico Tabela com valores Grafico

x f(x) T x fx)

-2 Vs : -2 4

-1 7 -1 2

0 1 0 1 |

1 2 | = 1 v S =S
2 4 2 Y,

E digno de nota que, as funcdes exponenciais apresentadas tém dominio D = R e imagem Im = R%. Elas s&o
estritamente crescentes ou estritamente decrescentes. E cortam o eixo das ordenadas y, no ponto (0, 1) e ela ndo

corta o eixo das abscissas x.

Um ndmero especial quando se trata de fungdes exponenciais € o namero irracional e = 2,718281828459 ... dentre

muitas propriedades destaca-se que a derivada da funcéo f(x) = e* é dada por f'(x) = e”*.

As func¢des exponenciais séo Uteis para descrever inUmeros situacdes, conforme exemplos abaixo.

Exemplo 5 - (Vunesp-SP) Uma substancia se decomp®e aproximadamente 4+
segundo a lei Q(t) = K.27%%, onde K é uma constante, t indica o tempo (em
minutos) e Q(t) indica a quantidade de substancia (em gramas) no instante t.
Considerando-se os dados desse processo de decomposicdo mostrados no

grafico, determine os valores de K e a.

Observando o grafico temos os pontos (0, 2048) e (a, 512). Substituindo o

primeiro na funcéo dada temos:

Q(t) = K.270%¢
2048 = K.27050
2048 =K

Para encontrar o valor de a, basta substituir as coordenadas (a, 512) na equacao, lembrando que 2 048 = K.
512 = 2 048.2705¢
512

— 72-0,5a
2048 2

o

- 2—0,5a

NI

272=205% 5 _2=_05a - a=4
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Exemplo 6 - (Mogi-SP - Adaptada) O numero N de decibéis e a poténcia | de um som medido em watts por
centimetro quadrado estao relacionados pela férmula:
N
1 =10718, 10(ﬁ)
Determine o niumero de decibéis correspondente ao som provocado por trafego pesado de veiculos, cuja poténcia
estimada em 108 Watts por centimetro quadrado.

Resolucéo possivel:
N
[ =10716, 10(ﬁ)

N
1078 = 10716, 10(5)

-8
ELAIPHE)

N N
103:10(ﬁ) - 8=1—0 - N =280

Exemplo 7 - (UFPR - Adaptada) Em estudos realizados numa area de prote¢do ambiental, biélogos constataram que
o namero N de individuos de certa espécie primata esta crescendo em fungdo do tempo t (dado em anos), segundo a

expressao:
800
5+ 3 x 2701

N(t) =
Supondo que o instante t = 0 corresponda ao inicio desse estudo e que essa expressdo continue sendo valida com o
passar dos anos, determine:

a. O numero inicial de primaras.

N(O) = 800 _ 800 _ 800 — 100
T 543x27010 543x1 8
b. O ndmero de primatas apds 10 anos do inicio.
N(10) = 800 B 800 800 800 800 2 123
5+3x270110 54 3x2-1 5+3><% 13/2 1 13

c. O numero de primatas apds muito, muito anos (t - )

800 800 800

N(t—)OO)=5+3x2—0,1.t=5+3x0=T

Neste dltimo exemplo € interessante analisar o efeito de t - o0 em

2

3 x 2791t note que um valor muito grande no expoente fara 3 x 2701t
tender a zero, ou seja a longo prazo o valor de 3 x 27%1¢ ser4 tdo perto de ':‘m
zero que para t - o dizemos que 3 x27%t =0, O efeito disso é
interessante, pois nos mostra que a populacdo de primatas ndo ira
ultrapassar 160. O grafico indica uma fundacédo estritamente crescente

com assintota horizontal N = 160. n
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